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摘  要：给出了均质土坝的下游坝坡的安全系数的计算方法。均质土坝的下游坝坡有可能会通过滑裂面发生破坏。土坝中的

土坡通常处于非饱和状态。非饱和土坡的安全系数计算需要考虑吸力对抗剪强度的贡献以及土坡中的非饱和渗流。给出处于

饱和-非饱和渗流状态下的土坡的安全系数，有助于评价均质土坝的安全系数。下游坝坡的安全系数计算方法有：极限平衡

法、上限解法和下限解法，该算法适用于非饱和土坡，且是在饱和土坡安全系数的计算方法上修正得到的。算例中非饱和土

坡安全系数的计算考虑了吸力对抗剪强度的贡献。考虑非饱和渗流理论的土坡安全系数计算方法通常更加接近现场实际情

况，并且对于同一坝坡，考虑非饱和渗流计算出的土坡安全系数要比饱和渗流理论计算出的安全系数大。 
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Abstract: This computing method addresses safety factor with respect to unsaturated slope of downstream homogeneous earth dam. 
Method to calculate safety factor of unsaturated slope is highly connected with shear strength criteria of unsaturated soil and seepage 
analysis of unsaturated slope. There is a potential risk for the soil slope of a downstream earth dam to burst along the sliding surface. 
Most slopes in earth dams are in unsaturated state. This computing method is intended to provide safety factor of a soil slope in 
saturated-unsaturated seepage. Determining the safety factor of a slope provides information to facilitate the safety assessment of a 
homogeneous earth dam. This computing method covers a procedure for determining safety factor of unsaturated slope of a 
downstream earth dam with limit equilibrium method, lower-bound and upper-bound method. This computing method is suitable for 
unsaturated slope. It is revised on the method to evaluate the safety factor of a saturated soil slope. The contribution of suction to the 
shear strength of unsaturated soil has been considered. In an example, safety factor of a soil slope is calculated in saturated seepage 
theory or saturated-unsaturated seepage theory. It is found that the safety factor of a slope considered the saturated-unsaturated 
seepage in a slope and the suction contribution to shear strength is larger than the one only considers the saturated seepage of a slope.  
Key words: saturated-unsaturated seepage; soil slope; limit analysis; safety factor; homogeneous earth dam 
 

1  引  言 

土石坝是利用当地土石材料填筑而成的挡水

坝，其中一种是均质土坝。土石坝不会沿坝基面整

体滑动，失稳形式主要是坝坡滑动或连同部分地基

一起滑动。水库蓄满水（一般为正常蓄水位）形成

稳定渗流时，一般需要验算下游坝坡稳定。 
土坡的安全系数评价准则还在发展之中，它属

于研究的热点，主要的研究集中在滑裂面的确定方

法，上限解和下限解解法，滑移线方法和极限平衡

法与极限分析方法的区别，安全系数的确定是采用

强度折减还是增大荷载方法，非饱和土坡的渗流耦

合下的安全系数分析，以及考虑边坡系统内的不确

定性等方面。运动单元法通过引进单元运动分析、

静力分析和优化求极值分析，自动完成岩土工程剪

切破坏区和最危险滑动面的搜索。曹平等[1]利用运
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动单元法分析了边坡的稳定性。吴宏伟等[2]针对香

港地区一种典型非饱和土斜坡，用有限元法模拟雨

水入渗引起的暂态渗流场，然后将计算得到的暂态

孔隙水压力分布用于斜坡的极限平衡分析。张鲁渝

等[3]较为全面地分析了土体屈服准则的种类、有限

元法自身计算精度以及坡高 H、坡角 β 、黏聚力 c、
摩擦角ϕ对折减系数法计算精度的影响，并给出了

提高计算精度的具体措施。秦卫星[4]使用有限单元

法研究了边坡的安全系数。 
由此可见，对土坡的极限分析主要是集中在不

考虑渗流或者考虑饱和渗流条件下的土坡极限分析

中，因此，通过一个具体的算例，首先利用 SLOPEW
软件对一土质边坡进行了饱和渗流的土坡极限分

析，然后进行了非饱和土坡的极限分析，并比较了

两者计算结果的差异。从计算结果可知，当非饱和

土坡考虑吸力对抗剪强度的贡献时，非饱和土坡的

安全系数要大于饱和土坡的安全系数。 

2  极限分析的上限和下限 

2.1  上下限定理 
下限需满足平衡方程、应力边界条件，处处都

不违背屈服准则的应力分布所单度确定的荷载，不

会大于实际荷载[5]。对于岩土工程材料，还需要满足

不容许出现拉应力的限制条件[6]。 
上限应满足速度边界条件、应变与速度相容条

件的假想破坏模式，使外功率与内部能量耗损率相

等所确定的荷载不会小于实际破坏荷载[5]。 
2.2  上下限定理的证明 

这里分析了美国学者和中国学者对上下限定理

的证明方法，指出其证明的本质和过程是相同的。

下限解总是对应可静应力场，须由静力平衡条件和

屈服条件求得；上限解总是对应破坏机构的速度场，

须由功方程（外功率等于耗损）来求解。 
沈珠江[7]、徐秉业等[8]分别证明了上下限定理。

徐秉业[8]认为，上下限定理是建立在刚塑性模型假

定基础上的，可由 Drucker 公设及虚功率原理来证

明，Drucker 公设是针对稳定材料的。陈惠发[5]也证

明了上下限定理，从屈服面的凸性和塑性应变率向

量对屈服面的正交性来认识屈服函数与流动法则，

并认为虚功率原理在小变形假定下才会成立。上下

限定理是建立在理想塑性模型假定基础上的，并且

应用于塑性材料。 
证明上下限定理可以给出求解上下限荷载的方

法，并且从理论上保证这些方法是正确的。 

2.2.1 下限定理的证明 
极限分析问题中，设刚塑性物体的体积为 V，

表面积为 S，根据虚功方程有下式[5, 7, 8]成立： 

( ) ( )
* *

0
il s i d d

S V
P P u S Vσ σ ε− = −∫ ∫      （1） 

式中： lP 为完全解对应的荷载；σ 为完全解下的应

力； iε
∗

为完全解下的应变速率；
*

iu 为完全解下的位

移速率； 0σ 为静力容许的应力； sP 为可静应力场

对应的荷载。 
鉴于凸性和正交性要求， 0σ 在屈服面内时，

( )
*

0
iσ σ ε− >0，因此 lP > sP 。这就证明了完全解对

应的外荷载大于可静应力场对应的外荷载。 
2.2.2 上限定理的证明 

在机动容许场下，同样根据虚功方程[5,7,8]有下

式成立： 

( )
* *

jK l j d ( ) d
S V

P P u S Vσ σ ε∗− = −∫ ∫     （2） 

式中：
*

jε 为机动容许解下的应变速率；
*

ju 为机动容

许场下的位移速率；σ ∗ 为机动容许场中的应力； KP
为机动容许场对应的外荷载。 

由 于 凸 性 和 正 交 性 要 求 ， 式 (2) 右 端 项 
*

j( )σ σ ε∗ − >0，由于
*

ju >0，因此 KP > lP 。这就证明

了机动容许场对应的外荷载大于完全解对应的外荷

载。 
2.3  上下限定理的应用情况 

求出上下限荷载的方法不同于滑移线场分析和

极限平衡法，另外，可以避开渐进性破坏的复杂分

析过程，因此，求出荷载的上限和下限是一种非常

简单和快速的方法[5]。 
土力学中的大量实际问题需要求解破坏荷载。

徐秉业[8]主要将上下限定理用于对梁和板等结构的

分析。陈祖煜[10]对拱座进行了三维极限分析。陈惠

发[5]对地基、挡土墙和边坡的极限荷载进行了计算。

潘家铮[9]认为对于给定的滑动面，必须寻找能得出

最大安全系数的可静应力场，而在各种不同的滑动

面中必须寻找安全系数最小的一个[7]。 

3  极限平衡法 

所谓极限平衡法，就是传统上一直用来近似求

解土力学稳定问题的方法。由极限平衡法获得的解

不一定是一个上限或是一个下限。然而任何极限分

析的上限解显然是一个极限平衡解[5]。 
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边坡稳定定量分析是高陡边坡加固治理研究的

基础。国内外广泛使用和较为成熟的边坡稳定计算

方法有：Fellenius 法，也称普通法（ordinary）或

Sweden 法；简化毕肖普法（Bishop simplified）；简

化江布法（Janbu’s simplified）；Spencer 法；美国陆

军工程师团 1（corps of engineers #1 method）；美国

陆军工程师团 2 法（corps of engineers #2 method）；
Lowe-Karafiath 法；Morgenstern-Price 法和普遍极限

平衡法（GLE）[11]。这些方法中，美国陆军工程师

团法[12]仅满足静力平衡条件，需要对土条侧向力的

倾角 β 作出假定，建议的数值是边坡的平均坡度； 
Morgenstern- Price[13]法同时满足力和力矩平衡条

件，不需要对侧向力倾角的具体数值作出假定。 

4  土坡极限分析模型 

对于发生大面积非饱和渗流区的土坡，主要是

需要考虑基质吸力对抗剪强度的贡献。 
（1）应力平衡方程[11,14] 

0ij,j iWσ + =               （3） 

式中： ,ij  jσ 为 ijσ 在 j 方向求偏导； iW 为体积力。 
（2）边界条件（力学和几何） 

ij j in Tσ =                 （4） 

式中： iT 为作用于表面 S 上的边界力； jn 为 S 面法

线的方向导数。 

i iu u=                  （5） 

式中： iu 为表面 S 上的位移。 
（3）变形协调条件 

, ,
, 2

i j j i
i j

u u
ε

+
=              （6） 

式中： ,i  ju 为 iu 在 j 方向求偏导。 
（4）应力-应变关系和塑性极限状态方程 

ij ijkl klσ ε= C              （7） 

式中： ijklC 为反映弹性或弹塑性本构关系的张量表

达式。 

( )b
f a f a w f( ) tan ( ) tan 0f u c u uτ σ ϕ ϕ′ ′− − − − − ≤  

                                        （8） 

式中：τ 为破坏面上的剪应力； f a f( )uσ − 为破坏面

上的净法向应力状态；ϕ′为与净法向应力状态有关

的内摩擦角；c′为有效黏聚力； a w f( )u u− 为破坏面

上的基质吸力； bϕ 为抗剪强度随基质吸力增加的速

率。 
（5）非饱和土渗透系数和吸力的本构关系 

sat ( )k k f s=                （9） 

式中： k 为非饱和渗透系数； satk 为饱和渗透系数；

( )f s 为基质吸力的函数。 
（6）水头边界条件 

h H=                  （10） 

式中：h 为计算区域边界上的水头；H 为边界水位

高度。 

5  计算和分析方法 

5.1  饱和-非饱和渗流场的计算方法 
复杂边界条件下土坡饱和-非饱和渗流场的计

算方法通常需要采用有限元方法，最后归结为解非

线性方程组。二维稳态渗流的有限元形式[15]曾用

Galerkin 的加权残数法原理推导出来（Papagiannakis 
和 Fredlund）： 

T
w[ ] [ ][ ]A B k B∫ d T

w w{ } [ ] d 0n sA h L v s− =∫   （11） 

式中：[B]为单元面坐标矩阵在 x 方向和 y 方向求偏

导；[kw]为渗透系数矩阵； w{ }nh 为节点处的水头矩

阵；[L]为单元面坐标矩阵； wv 为垂直于单元边界的

外部流速； s为单元周长。 
5.2  土坡的极限分析方法 

土坡的极限分析方法有极限平衡法和有限元

法，其中极限平衡法假定条间力的关系，将土坡简

化为静定结构来进行计算。土坡的有限元分析方法

满足严格的应力平衡和位移协调条件的偏微分方

程，利用虚功原理进行分片离散，得到以各个节点

位移为变量的线性代数方程组，其中土体的本构方

程通常采用 Mohr-Column 弹塑性本构模型。 

6  算  例 

6.1  计算简图 
一土坡，底部宽 120 m，顶部宽 30 m，左边高

度为 40 m，右边高度 20 m，赋存有地下水，左端

边界地下水水位高 30 m，如图 1 所示。在实际工程

中，图 1 可作为均质土坝的下游坝坡的计算简图。

除了上游坝坡在水位骤降下的安全系数验算等，下

游坝坡的安全系数计算是均质土坝安全性验算的一

个重要方面。 
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图 1  饱和-非饱和渗流土坝计算简图 

Fig.1  The simplified paragraph of the earth dam 

 
6.2  计算参数 

非饱和土-水曲线参数如表 1 和图 2 所示。 
 
表 1  非饱和土渗透系数-吸力曲线特征点参数值 

Table 1  Parameters of the hydraulic conductivity and 
suction of unsaturated soil 

点号 孔隙水压力/MPa 渗透系数/（m/s）

1（左下点） -3.461 2×10-2 3.732 3×10-8 
2（右上点） 0 5.000 0×10-4 

 

 
图 2  非饱和土渗透系数-吸力关系图 

Fig.2  Relationship between hydraulic conductivity and 
suction of unsaturated soil 

 
按照现在的吸力测试技术，非饱和土的吸力最

大可以测量到 300 MPa 左右。 
6.3  土体物理力学参数 

某种粉土天然重度为 16.37 kN/m3，土粒相对密

度 Gs = 2.67，孔隙比 e = 0.805。土体饱和重度为

18.87 kN/m3，内摩擦角ϕ = 30º，黏聚力 c =10 kPa，
bϕ =20°。在土体的极限分析中，浸润面以上的土体

按照天然重度进行简化计算，浸润面以下的土体按

照饱和重度进行计算。 

6.4  计算方法 
SLOPEW 软件的计算方法是：由于需要对渗流

作用下的土坡进行分析，因此算例中首先计算土坝

的饱和-非饱和渗流场，然后进行极限分析。其中，

极限分析通常采用条分法，即把饱和-非饱和渗流场

的孔压数值应用在条分法的分析中，而有限元方法

则采用弹性本构模型，在不考虑渗流场的情况下通

过有限元方法计算出应力场，最后结合渗流场计算

的孔压值，采用圆弧滑面搜索方法，通过条分法计

算出安全系数。 

7  计算结果 

7.1  渗流场计算结果图 
图 3 计算的是土坝中渗流场的孔隙水压力。图

3 中水头为 0 的线条即为浸润线，也就是饱和区与

非饱和区的分界线。另外，非饱和区的吸力最大会

在 100 MPa 左右。 
 

 
图 3  渗流场的孔隙水压力计算结果（单位：MPa） 
（左端边界总水头为 30 m，右端边界总水头为 0 m） 

Fig.3  Pore water pressure calculating results (unit: MPa) 
 
7.2  饱和土坡的安全系数  

在仅考虑饱和渗流计算的土坡下限解计算中，

土坡的抗剪强度计算按照饱和土强度的计算方法，

即不考虑吸力对抗剪强度的贡献。 
浸润线以上土坡的重度取为天然重度，浸润线

以下土坡的重度取为饱和重度，并且土坡的抗剪强

度计算按照饱和土强度的计算方法，即不考虑吸力

对抗剪强度的贡献。其中，土坡的浸润线按照图 3
中计算的浸润线的位置来确定。 

Spencer、Morgenstan-Price、Janbu、有限单元

等方法计算土坡的安全系数，可以通过 Geostudio
软件进行。 
7.3  非饱和土坡的安全系数 

在非饱和土坡安全系数计算中，除了有限元方

法进行了一部分简化的假定外，其余计算中均认为
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浸润线以上土坡的重度取为天然重度，浸润线以下

土坡的重度取为饱和重度，并且土坡的抗剪强度计

算按照非饱和土强度的计算方法，即考虑吸力对抗

剪强度的贡献。 
土体的重度采取浸润线以上土坡的重度取为天

然重度，浸润线以下土坡的重度取为饱和重度。 
图 4 是计算得到的滑动面上某一点的土的抗滑

强度与该点的水平坐标间的关系图。从该图中发现，

当滑裂面上的点的水平坐标比较大时，该点会处于

浸润线下方且上方土的厚度较小，造成该点的吸力

为 0，且总抗滑强度趋近于 0。 
 

 
图 4  非饱和土φ b =20°的非饱和土吸力值, 摩擦力和黏聚力 

Fig.4  Result of suction, frictional strength and cohesion 
strength of unsaturated soil when φ b =20° 

 

8  计算结果的讨论 

算例中没有考虑应力和吸力的耦合，属于简化

方法，严格的计算方法应该属于在重力（外荷载）

下考虑弹塑性极限的 Biot 固结，即考虑渗流-应力

耦合。 
8.1  非饱和土坡与饱和土坡的安全系数 

由表 2 可以看出，非饱和土坡安全系数要大于

饱和土坡安全系数。 
8.2  不同计算方法的安全系数 

由表 2 可以看出，陆军工程师团 1 法计算的安

全系数通常较大，Morgenstern-Price 法、Spencer 法
和 GLE 法的计算结果比较一致且通常较小。 

需要注意的是陆军工程师团 2 法计算的安全系

数通常非常大，其原因是陆军工程师团 2 法在把边

坡这一超静定结构简化为静定结构的过程中所采取

的简化假设条件有使边坡安全系数大于实际值的趋

势。因此，在今后使用陆军工程师团 2 法时，应该留

意这种方法可能过于乐观地估计了边坡的安全系数。 

表 2  安全系数计算结果的比较 
Table 2  Comparisons between safety factors calculated 

with different methods 
计算方法 饱和土坡的安全系数 非饱和土坡的安全系数

FEM 1.431 1.537 
Morgenstern-Price 法 1.430 1.547 

Spencer 法 1.429 1.548 
GLE 法 1.430 1.547 

陆军工程师团 1 法 1.435 1.577 
陆军工程师团 2 法 1.463 1.608 
Bishop, Ordinary 和

Janbu 法 
1.428 1.543 

8.3  算例中的方法讨论 
算例中的方法应该都属于极限平衡法，其中

FEM 方法计算的应力分布如果是一个满足平衡条

件、应力边界条件和屈服准则的可以接受的应力分

布，则可以认为是一个下限解。 
算例中饱和土区的安全系数计算采用的是水-

土合算的方法，即对于渗透系数较小的黏性土等地

基，土的重度取饱和重度，土的强度指标取总应力

强度指标[16]。 
塑性极限分析的理论基础是连续介质上的虚功

率原理。离散单元法属于非连续介质力学，其算法

基础是达朗伯-拉格朗日动力学方程（刚体）与块体

间接触力模型（变形体）。因为岩质边坡中含有断层

和节理，所以通常应用离散单元法来分析岩质边坡

崩塌破坏后的位移、速度和转角随时间的变化
[18]

。 

因此，塑性极限分析方法主要用来提供一种求

得边坡安全系数的简化方法，保证大坝和铁路沿线

边坡的安全，而离散单元法主要用来分析岩质边坡

在破坏崩塌后各个岩块的位移场、速度场、加速度

场和转角随时间的变化，用来为矿山开挖提供防护

依据及采取合理的开挖方法。 

8.4  今后的研究方向 
水位变化对非饱和土坡安全系数的影响将在以

后讨论。一般认为需要考虑渗透力对土坝安全的影

响，即土的渗透性较好时宜考虑渗流力而计算土压

力和水压力[17]。这就是说，需要通过水-土分算来计

算土坡的安全系数[16]。水-土分算主要用于砂土等渗

透系数较大的土，并且可以考虑渗透力的作用。考

虑渗流情况下，在沿土坡的顺层方向上发生渗流时，

土坡的极限分析需要考虑有效应力，即在计算的法

向总应力上减掉孔隙水压力。土的重度取有效重度，

土的强度指标取有效应力强度指标。采用条分法计

算安全系数时，需要计算出划分的土条的水平方向

上的水力坡降，进而计算出渗透力并作用在划分的

土条上。 
岩石材料和混凝土材料的破坏准则主要有拉应
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力破坏、压应力破坏、剪应力破坏和扭转破坏及组

合应力作用下的破坏形式，并有一系列相应的破坏

准则被建立。以上考虑边坡的破坏形式主要是塑性

剪切破坏，是边坡众多的破坏形式之一。 

以上计算工况特殊，验算的是下游坝坡的稳定，

所以未考虑水压力的作用。对于一般的拱坝或者挡

水建筑物沿水流方向厚度很小时，还须考虑水压力

作用并验算抗倾覆的可能性。 

地震作用下大坝的安全性还须估算出相应的地

震荷载并施加在大坝上，或者按照地基-大坝的动力

耦合模型来分析实际的大坝的地震反应。对于土坝

这种内部流-固耦合材料，还须编制出有限元分析程

序以便分析出大坝的液化区，并考虑土坝在液化区

发生破坏的可能以及采取对应的工程设计措施。 

9  结  论 

工程中遇到的土坡大多为非饱和土坡，当地下

水水位较高并且接近地表时，区分土坡是饱和土坡

或者非饱和土坡的意义不大。当地下水水位很低，

即非饱和区的面积很大时，需要按照以下方法进行

非饱和土坡的安全系数计算。 
（1）在现场取土后，进行室内三轴试验确定以

下参数：与净法向应力状态有关的内摩擦角ϕ′，有

效黏聚力 c′和抗剪强度随基质吸力增加的速率 bϕ
以及饱和重度与天然重度。 

（2）采用张力计法对非饱和土坡进行吸力的量

测，或者采用地下水位量测仪和水位管来量测地下

水位，再对非饱和区的土样进行非饱和渗透系数与

土-水特征曲线的量测后，通过编制的程序计算出区

域内的水头分布和负孔压水头分布。 
（3）通过商用软件或者编制的边坡分析程序对

非饱和土坡进行安全系数计算。 
考虑非饱和渗流理论的土坡安全系数计算方法

通常更加接近现场实际情况，并且对同一坝坡，考

虑非饱和渗流计算出的土坡安全系数要比饱和渗流

理论计算出的安全系数大。 
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